释疑解难  曲线积分与曲面积分

问题1．如何认识多元函数的几种积分的定义？

答：多元函数的几种积分的定义可以用统一形式给出，统称为几何形体上的积分： 
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，它是定积分的推广。

若
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若
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为空间区域
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若
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为曲线弧
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，则是对弧长的曲线积分
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若
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为曲面
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，则是对面积的曲面积分
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另外还有对坐标的曲线积分    
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其中
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为有向曲线弧
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对坐标的曲面积分
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其中
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为有向曲面
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的法向量的方向角。

问题2．如何正确理解两类曲线积分和曲面积分的概念？

答：由于实际需要，曲线积分与曲面积分为两种类型，有关质量﹑重心﹑转动惯量等数量积分问题导出第一类线面积分；有关变力作功、流体流过曲面的流量等向量问题导出第二类线、面积分。前者被积函数化为数量函数沿区域积分，无需考虑方向性，而后者被积函数是向量函数，必须考虑方向。因此，一个函数的积分可以由积分区域的有向或无向分为两种类型的积分，在所学过的积分中：

区域无向的积分有：重积分﹑第一类曲线积分和第一类曲面积分；

区域有向的积分有：定积分﹑第二类曲线积分和第二类曲面积分。

曲线的方向是由起点到终点（定积分）或切向量的方向来确定，曲面的方向则由曲面上点的法向量所指向的侧来确定，

我们常会把两类积分相互转换，转换时必须注意符号，它体现了有向积分的方向。将无向域的积分化为有向域的积分，如重积分化为累次积分（定积分），方向性体现为定积分的上﹑下限的确定，而将有向域的积分化为无向域的积分，如第二型曲面积分化为二重积分或三重积分，第二型曲线积分化为二重积分等，必须注意符号的确定问题。

问题3．应用格林公式时应注意什么问题？

答：应用格林公式应注意以下几点：

1．必须注意格林公式的条件是否满足，否则，就会出现错误。

   例如，设
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而事实上    
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   上述前一种解法是错误的，因为
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2．格林公式对复连通区域
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   曲线正向的规定：沿
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   例如，
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问题4．设
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均为逆时针方向，问下列积分的计算是否正确？
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   答：不正确。因为当
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故在
[image: image62.wmf]L

与
[image: image63.wmf]l

围成的区域
[image: image64.wmf]D

中，
[image: image65.wmf]QP

xy

¶¶

¹

¶¶

，因此 
[image: image66.wmf]2222

44

Ll

xdyydxxdyydx

xyxy

--

¹

++

òò

ÑÑ

。

正确的解法是利用
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的参数方程：
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注：将曲线积分
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问题5．计算积分
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   答：这个作法不正确，错在三重积分的计算，像这样的错误，一不注意就会发生。因为给出的是
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问题6．设
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   答：第一个积分的解法是对的，第二个的解法不对。因为第二个积分是对坐标的曲面积分，其中的微分元
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曲面积分
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 之所以称为对坐标的曲面积分，就是上式中
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问题7．设
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答：这样说不对。我们知道，对面积的曲面积分与曲面（积分域）的侧（方向）无关。故考虑对称性时比较容易。但对坐标的曲面积分与曲面的侧有关，所以在考虑它的对称性时，还要考虑曲面的侧。也即要顾及被积函数与曲面，情形就比较复杂。因此，在计算对坐标的曲面积分时，不如先把它转化为二重积分，再化为定积分，在转化过程中可考虑利用二重积分或定积分的对称性，这是基本方法。利用对称性只是对具有这种特殊性质的积分所用的解题技巧，并非每个曲面积分都具有这种特殊性质。
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