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第十七章        多元函数微分学

§1   1   1   1   偏导数与可微性

§2   2   2   2   复合函数微分法

§3   3   3   3   方向导数与梯度

§4   4   4   4   泰勒公式与极值
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第十八章        隐函数定理及应用

§1   1   1   1   隐函数定理

§2   2   2   2   隐函数组定理

§3   3   3   3   几何应用
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( , , ) 0, ( , , )

( )( ) ( )( ) ( )( ) 0;

.
( ) ( ) ( )

x y z

x y z

F x y z P x y z

F P x x F P y y F P z z
x x y y z z
F P F P F P

=

− + − + − =

− − −
= =

切平面：

法 线：

曲曲曲曲面面面面：：：：



§§§§4  4  4  4  条件极值

: ( , ) 0 ( , )C x y z f x yϕ = =在条件 的限制下,求 的极值.

条条条条件件件件极极极极值值值值：：：：

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

( , , , ) ( , ) ( , ),
( , , ) ( ) ( ) 0
( , , ) ( ) ( ) 0
( , , ) ( ) 0

......

x x x

y y y

L x y z f x y x y
L x y z f P P
L x y z f P P
L x y z Pλ

λ λϕ

λϕ
λϕ

ϕ

= +

= + =⎧
⎪ = + =⎨
⎪ = =⎩

引入 由

拉拉拉拉格格格格朗朗朗朗日日日日乘乘乘乘数数数数法法法法：：：：



§§§§4  4  4  4  条件极值

1
3

1 1 1 1( , , ) , , , 0

;

1 1 13 ,

, ,

f x y z xyz x y z r
x y z r

abc
a b c

a b c

−

= + + = >

⎛ ⎞+ + ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

求 在条件 ( )

下的极小值 并证明不等式

其中 为任意常数.

例例例例：：：：



第十九章        含参量积分

§1   1   1   1   含参量正常积分

§2   2   2   2   含参量反常积分

§3   3   3   3   欧拉积分



§§§§1  1  1  1  含参量正常积分

( )

( )
( ) ( , )d ,

[ , ], ( ), ( ) [ , ]

d x

c x
F x f x y y

x a b c x d x C a b

=

∈ ∈

∫
其中

含参量正常积分：

( ) ( , )d
b

a
I x f x y y= ∫ .

：：：：特别



§§§§1  1  1  1  含参量正常积分

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( , )d [ , ].

( , )d ( , )d .

( , )d ( , )d ( , ( )) ( )

( , ( )) ( ).

( , )d ( , )d .

d x

c x

d d

xc c

d x d x

xc x c x

b d d b

a c c a

F x f x y y C a b

d f x y y f x y y
dx
d f x y y f x y y f x d x d x
dx

f x c x c x

dx f x y y dy f x y x

= ∈

=

′= +

′−

=

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

在一定条件下,含参变量正常积分具有下列性质:

1.1.1.1.

2.2.2.2.

3.3.3.3.

4.4.4.4.

性质定理：



§§§§1  1  1  1  含参量正常积分

1+

2 20

1

20

1 ( )

0

1

0

dlim .
1

ln(1 ) d .
1

1( ) ( ) ( )d , ( ), 1,2, , .
( 1)!

d .
ln

x n k

b a

x
x

xI x
x

x x t f t t x k n
n

x x x
x

α

αα α

ϕ ϕ

→

−

+ +
+

=
+

= − =
−

−

∫

∫

∫

∫

⋯

求

计算积分

设 求

求

1.1.1.1.

2.2.2.2.

3.3.3.3.

4.4.4.4.

应应应应用用用用举举举举例例例例：：：：



§§§§2  2  2  2  含参量反常积分

( , )d , [ , ]
c
f x y y x a b

+∞
∈∫

含参量反常积分：

0, , . [ , ]

( , )d .
M

N c s tM N x a b

f x y y

ε

ε
+∞

∀ > ∃ > > ∈

<∫

时对一切 ,都有

含参量反常积分的一致收敛：



§§§§2  2  2  2  含参量反常积分

2

1

c

1 2

( , )d [ , ] 0, ,

. , [ , ]

( , )d .
A

A

f x y y a b M c

s t A A M x a b

f x y y

ε

ε

+∞
⇔∀ > ∃ >

> ∈

<

∫

∫

于 上一致收敛

时对一切 ,都有

一致收敛的柯西准则：

0

sin d [ , )

0 (0, )

xy y
y

δ

δ

+∞
+∞

> +∞

∫证明含参量反常积分 于 上

一致收敛(其中 ),但在 内不一致收敛.

例.



§§§§2  2  2  2  含参量反常积分

c c
( , ) ( ), ( )d ( , )d

[ , ] .

f x y g y g y y f x y y

a b

+∞ +∞
≤ ∫ ∫收敛,则

于 上一致收敛

维尔斯特拉斯判别法：

c

c

1. ( , )d ( );

[ , ], ( , ) ( , )
0 ( ).

( , ) ( , )d [ , ] .

N
f x y y M N

x a b g x y y g x y x
y

f x y g x y y a b
+∞

≤

∈

→ +∞

⇒

∫

∫

↘

对 一致

2.对每一 关于 且 关于 一致

趋于

于 上一致收敛

狄利克雷判别法：



§§§§2  2  2  2  含参量反常积分

+

c

c

1. ( , )d [ , ] ;

[ , ], ( , ) ( , )
.

( , ) ( , )d [ , ] .

f x y y a b

x a b g x y y g x y x

f x y g x y y a b

∞

+∞

∈

⇒

∫

∫

于 上一致收敛

2.对每一 关于 单调且 关于 一致

有界

于 上一致收敛

阿贝尔判别法：



§§§§2  2  2  2  含参量反常积分

+

20

+

0

c

c

+

0

cos1. d ( , ) ;
1

sin d [0, ] ;

3. ( , ) [ , ] [ , ) ( , )d [ , )

( , )d [ , ) .

sin4. d .

xy

xy x
x

xe x d
x

f x y a b c f x y y a b

x b f x y y a b

x x
x

∞

∞ −

+∞

+∞

∞

−∞ +∞
+

× +∞

=

∫

∫

∫
∫

∫

于 上一致收敛

2. 于 上一致收敛

于 上连续, 于 收敛

但于 处发散,则 于 上不一致收敛

求

例：



§§§§2  2  2  2  含参量反常积分

( ) ( , )d [ , ].

( , )d ( , )d .

( , )d ( , )d .

( , )d ( , )d .

c

xc c

b b

a c c a

a c c a

F x f x y y C a b

d f x y y f x y y
dx

dx f x y y dy f x y x

dx f x y y dy f x y x

+∞

+∞ +∞

+∞ +∞

+∞ +∞ +∞ +∞

= ∈

=

=

=

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫ ∫

在一定条件下,含参变量反常积分具有下列性质:

性质定理：

1.1.1.1.

2.2.2.2.

3.3.3.3.

4. 4. 4. 4. 



§§§§3  3  3  3  欧拉积分

1

0
( ) d , 0.s xs x e x s

+∞ − −Γ = >∫
Gamma函数：

1 1 1

0
( , ) (1 ) d , 0, 0.p qp q x x x p q− −Β = − > >∫

Beta函数：



§§§§3  3  3  3  欧拉积分

0;
( ) 0 ;
( ) 0 ;
( 1) ( );
( 1) !;

s
s s
s s
s s s
n n

>

Γ >

Γ >

Γ + = Γ
Γ + =

定义域：

连续性： 于 处连续

可微性： 于 处任意阶可导

递推性：

其  他： 下凸,正,唯一极小点.

Gamma函数的性质：



§§§§3  3  3  3  欧拉积分

, 0;
( , ) , 0 ;
( , ) ( , );

0, 1
1( , ) ( , 1).

1

p q
B p q p q
B p q B q p
p q

qB p q B p q
p q

>

>

=

> >
−

= −
+ −

定义域：

连续性： 于 处连续

对称性：

递推性： 当 时

Beta函数的性质：



§§§§3  3  3  3  欧拉积分

1. ( ,1) ( );
2. ( , ) ( ) ( ,1);

( ) ( )( , ) .
( )

B m
B m n B m

n mB m n
n m

=
= ⋅

Γ Γ
⇒ =

Γ +

练习：



第二十章        曲线积分

§1   1   1   1   第一型曲线积分：线密度

§2   2   2   2   第二型曲线积分：变力做工



§§§§1  1  1  1  第一型曲线积分

: ( ), ( ), [ , ].
( ), ( ) [ , ] .
AB x t y t t
t t

φ ϕ α β
φ ϕ α β

= = ∈
′ ′

设

于 连续且不同时为零

光滑曲线：

2 2[ ( )] [ ( )] .L t t dt
β

α
φ ϕ′ ′= +∫

光滑曲线的弧长：



§§§§1  1  1  1  第一型曲线积分

( , )

( , ) ( , ),

( , )d ,

( , ) .
C A B

C A B f x y

f x y s

f x y C
∫

设光滑 的线密度为

则其质量为

称其为

曲

沿 的第一型曲 积分

线

曲线 线

光滑曲线的质量：



§§§§1  1  1  1  第一型曲线积分

2 2

( , )

2

( , )

( , ): ( ), ( ), [ , ],
( , ) ,

( , )d ( ( ), ( )) ( ) ( ) d .

( , ): ( ), [ , ]

( , )d ( , ( )) 1 ( ) d .

C A B

b

C A B a

C A B x t y t t
f x y C

f x y s f t t t t t

C A B y x x a b

f x y s f x x x x

β

α

φ ϕ α β

φ ϕ φ ϕ

φ

φ φ

= = ∈

′ ′= +

= ∈

′= +

∫ ∫

∫ ∫

设光滑曲线

于 连续 则

特别,当 时,

定理：



§§§§1  1  1  1  第二型曲线积分

�
0 1

1

1
1

( , ) ( , )

( ( , ), ( , )), ( , )
: , , , ,

( , )

( , )

( , )d ( , )d .

n

k k k k
n

k k k k
k

C A B C A B

F P x y Q x y C A B
T A A A A B

A A

W F A A

P x y x Q x y y

ξ η

ξ η

−

−
=

=
= =

∀ ∈

≈ ⋅

→ +

∑

∫ ∫

��

⋯

���������� �������

光滑有向曲线由 .

变力做功：



§§§§1  1  1  1  第二型曲线积分

( , )

( , )

( , ) ( , ): ( ), ( ),
[ , ], , , , ,

( , )d ( ( ), ( )) ( )d ,

( , )d ( ( ), ( )) ( )d .

C A B

C A B

f x y C A B x t y t
t A B

f x y x f t t t t

f x y y f t t t t

β

α

β

α

φ ϕ

α β α β

φ ϕ φ

φ ϕ ϕ

= =

∈

′=

′=

∫ ∫

∫ ∫

于有向

连续 且 分别对

光

则

滑曲

应

线

参数

定理：



§§§§1  1  1  1  第二型曲线积分

( , )

( , )

( , ): ( ), , ( ) [ , ],

( , )d ( , ( ))d ,

( , )d ( , ( )) ( )d .

b

C A B a

b

C A B a

C A B y f x a x b f x C a b

f x y x f x f x x

f x y y f x f x f x x

′= ≤ ≤ ∈

=

′=

∫ ∫

∫ ∫

推论：



第二十一章        重积分

§1   1   1   1   二重积分概念与性质

§2   2   2   2   二重积分计算

§3   3   3   3   变量变换

§4   4   4   4   格林公式

§5   5   5   5   三重积分

§6   6   6   6   应用



第二十一章            重积分

定        积        分：面积
二重积分：体积
三重积分：质量

)))),,,,(((( yyyyxxxxffffzzzz ====

DDDD

)))),,,,(((( yyyyxxxxffffzzzz ====

DDDD



§1   1   1   1   二重积分::::概念与性质

x

y

o

DDDDDDDD

0 1
lim ( , ) ( , )d d ,

max{ ( )}.

n

i i iT i D

i

f f x y x y

T d

ξ η σ

σ

→
=

⋅∆ =

=

∑ ∫∫



§1   1   1   1   二重积分：概念与性质

0 1

( , ) ( , )

( , ) lim 0.
n

i iT i

f x y f x y

f x y ω σ
→

=

⇒

⇔ ∆ =∑

于 可积 于 有界;

于 可积

定定定定理理理理：：：：     
1. D D1. D D1. D D1. D D

2. D2. D2. D2. D

( , ) ( , )
( , )

( , ) .

f x y f x y
f x y

f x y

⇒

⇒

于 连续 于 可积;

于 有界,间断点只分布在有限条

光滑曲线上 于 可积

：：：：     
1. D D1. D D1. D D1. D D
2. D2. D2. D2. D

DDDD

推论



§1   1   1   1   二重积分：概念与性质

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

( , ) d d

( )d d d d d d

d d d d d d ;

d d d d ;

d d d d ;

D

D D

f x y k f x y kS

f f x y f x y f x y

f x y f x y f x y

f f f x y f x y

f x y f x y

∪

≡ ⇒ =

+ = +

= +

≤ ⇒ ≤

≤

∫∫

∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

;

;

DDDD

D D DD D DD D DD D D

D DD DD DD D

D DD DD DD D

D DD DD DD D

：：：：     

1. 1. 1. 1. 

2. 2. 2. 2. 

3. 3. 3. 3. 

4. 4. 4. 4. 

5. 5. 5. 5. 

性质



§2   2   2   2   二重积分：计算

( , ) [ , ] [ , ],

( ) ( , )d [ ( , )d ]d

( , )d d [ ( , )d ]d .

d b d

c a c
b d

a c

f x y D a x b c y d x a b

I x f x y y f x y y x

f x y x y f x y y x

≤ ≤ ≤ ≤ ∀ ∈

=

=

∫ ∫ ∫
∫∫ ∫ ∫

于矩形域 可积,且

存在,则 也存在,且

定理

DDDD

：：：：     

( , ) [ , ]

( , )d d [ ( , )d ]d [ ( , )d ]d .
b d d b

a c c a

f x y D a x b c y d

f x y x y f x y y x f x y x y

≤ ≤ ≤ ≤

= =∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫

于 上连续,则

DDDD

：：：：     推论1



§2   2   2   2   二重积分：计算

( ), ( ) [ , ],[ , ]

( ) ( )d d ( )d ( )d .
b d

a c

f x g y a b c d

f x g y x y f x x f y y=∫∫ ∫ ∫
分别于 上可积,则

DDDD

：：：：     推论2

2

1

2

1

1 2
( )

( )

( )

( )

: , , ( ), ( ) ( , )

[ , ], ( , )d

( , )d d [ ( , )d ]d .

x

x

b x

a x

D x a x b y x y x f x y D

x a b f x y y

f x y x y f x y y x

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ ϕ= = = =

∀ ∈

=

∫

∫∫ ∫ ∫

,若 于 可积,

且 存在,则

推论3

DDDD

：：：：     



§2   2   2   2   二重积分：计算

2

2

2
2 2 2 2

2

2

1. d d , : 2, , 1.

d d , : 2 , ( ) , 2 ( 0).

( )3. [ , ], ( ) 0, d d ( ) ,
( )

: , .

x x y D x y x xy
y

x x y D x a x a y a y ax y
y

f xf C a b f x x y b a
f y

D a x b a y b

= = =

= − + = = >

∈ > ≥ −

≤ ≤ ≤ ≤

∫∫

∫∫

∫∫

求

2.求

则

其中,

例题

DDDD

DDDD

DDDD

：：：：     



§3   3   3   3   二重积分：变量变换

( )

[ ]

( , ) :
( , )

,
( , )

( , )( , ) 0.
( , )

( , )d d ( , ), ( , ) ( , ) dud .

f x y D
x x u v

xy uv D
y y u v

x yJ u v
u v

f x y x y f x u v y u v J u v v
′

=⎧ ′↔⎨ =⎩
∂

= ≠
∂

=∫∫ ∫∫

于有界闭区域 连续,做坐标变换

平面区域 平面区域

则,

定理

D DD DD DD D

：：：：     

DDDD



§3   3   3   3   二重积分：变量变换

( )cos
,

sin
cos sin

( , ) .
sin cos

( , )d d ( cos , sin ) drd .

x r
xy r

y r
r

J r r
r

f x y x y f r r r

θ
θ

θ

θ θ
θ

θ θ

θ θ θ
′

=⎧ ′↔⎨ =⎩
−

= =

=∫∫ ∫∫

平面区域 平面区域

推论（极坐标变换）

D DD DD DD D

：：：：     

D DD DD DD D



§3   3   3   3   二重积分：变量变换

2 2

2 2

2 2 2

2 2 2 ( )

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

1. , , , .
( ) ( ) .

3. .

1

x y

xy a xy b y px y qx D
x a y b R

x y a z e
x y z
a b c
x y z a x y ax

− +

= = = =

− + − =

+ ≤ =

+ + =

+ + ≤ + =

求由 所围区域 的面积

2.求 的面积

求底为 ,顶为 的曲顶柱体的体积

4.求椭球: 的体积.

5.求球体 被圆柱面 所截得的

那部分立体的体积.

例题：：：：     



§4   4   4   4   格林公式

( , ), ( , ) ,

( - )d d d + d .

.

x y L

P x y Q x y D

Q P x y P x Q y

L

=∫∫ ∫�

于闭区域 上连续,且有连续的一阶偏导数

则有

其中 的方向取正向

定理

DDDD

：：：：     

1 d - d .
2D L

S x y y x= ∫�
推论：：：：     

-

d d d ;

d d d .

x
D

y
D

L

L

Q

P

x y Q y

x y P x

=

=

∫∫

∫∫

∫

∫

�

�



§4   4   4   4   格林公式

( , )

, , , :

1. d + d , ;

2. ( , ), d d + d ;
3. ( , ) , ;

4. : d + d 0.

y x

C A B

y x

L

P Q P Q D

P x Q y A B

D u x y u P x Q y
x y D P Q

D L P x Q y

=
∀ ∈ =

=

∫

∫�

在单连通区域 连续,则下述等价

只与 有关

在 内存在函数 使得

对任一全含于 内的闭曲线

定理：：：：     

.区域D内任一封闭曲线所围成的区域只含有D中的点

单连通区域：：：：     



§4   4   4   4   格林公式

( , )

, d d + d
, ,

d + d ( )- ( ).
C A B

D u P x Q y
A B D

P x Q y u B u A

=

=∫

若在单连通区域 内存在函数 使得

而 是 内任意两点 则

定理：：：：     

0 0

0 0

( , )

0 0( , )

0 0 0 0

( , ) d + d + ( , )

( , )d + ( , )d + ( , ).

x y

x y

x y

x y

u x y P x Q y u x y

P x y x Q x y y u x y

=

=

∫

∫ ∫

推论：：：：     



§5   5   5   5   三重积分：定义

1 2 1 2

1

1 2

0 1

: .
: , , , ; , , ,

, ( )

max{ ( ), ( ), , ( )},

lim ( ) ( , , )d d d .

n n
n

i i i i
i

n

n

i iT i V

V
T V V V V V V

P V f P V

T d V d V d V

f P V f x y z x y z

=

→
=

∆ ∆ ∆

∀ ∈ ∆

=

⋅∆ =

∑

∑ ∫∫∫

⋯ ⋯

⋯

有界闭体



§5   5   5   5   三重积分：计算

2

1

2

1

2

1

( , )

( , )

( , )

( , )

( , )

( , )

( , , )d d d d d ( , , )d ;

( , , )d d d d dz ( , , )d ;

( , , )d d d d dz ( , , )d .

z x y

z x y
V

y x z

y x z
V

x y z

x y z
V

f x y z x y z x y f x y z z

f x y z x y z x f x y z y

f x y z x y z y f x y z x

′

′′

=

=

=

∫∫∫ ∫∫ ∫

∫∫∫ ∫∫ ∫

∫∫∫ ∫∫ ∫

定理

DDDD

DDDD

DDDD

：：：：     



§5   5   5   5   三重积分：变量变换

( )

( , , ) :
( , , )

,( , , )
( , , )

( , , ) 0.

( , , )d d d

[ ( , , ), ( , , ), ( , , )] ( , , ) d d d .

f x y z V
x x u v w

xyz V uvw Vy y u v w
z z u v w
J u v w

f x y z x y z

f x u v w y u v w z u v w J u v w u v w
′

=⎧
⎪ ′↔=⎨
⎪ =⎩

≠

=

∫∫∫

∫∫∫

于有界闭体 上连续,做坐标变换

空间体 空间体

则,

定理

VVVV

VVVV

：：：：     



§5   5   5   5   三重积分：变量变换

cos
sin

( , , ) .

( , , )d d d ( cos , sin , ) d d d .
V V

x r
y r
z z
J r z r

f x y z x y z f r r z r r z

ϕ
ϕ

ϕ

ϕ ϕ ϕ
′

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

=

=∫∫∫ ∫∫∫

推论（柱面坐标变换）：：：：     



§5   5   5   5   三重积分：变量变换

2

2

sin cos
sin sin
cos

( , , ) sin .

( , , )d d d

( sin cos , sin sin , cos ) sin d d d .
V

V

x r
y r
z r

J r z r

f x y z x y z

f r r r r r

ϕ θ
ϕ θ
ϕ

ϕ ϕ

ϕ θ ϕ θ ϕ ϕ ϕ θ
′

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

=

=

∫∫∫

∫∫∫

推论（球面坐标变换）：：：：     



§5   5   5   5   三重积分：变量变换

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

1. + + , 1,2,3, .

( >0), 2
0 .

3. ( + +z )d d d ,

+ .

i i i i

V

a x b y c z h i
x y az a x y ax

z

x y x y z

V x y z x y z R

= ± =

+ = + =

=

+ = + =

∫∫∫

求六平面 所围立体的体积

2.求抛物面 柱面 与

平面 所围的体积

求

是由 与上半球面 所围成

4.求椭球体的体积.

例题：：：：     



第二十章        曲面积分

§1   1   1   1   第一型曲面积分：曲面块质量

§2   2   2   2   第二型曲面积分：流量计算



§§§§1  1  1  1  第一型曲面积分

2 2 2 2 2 2

2

2 2

: ( , ), ( , ), ( , ), ( , ) .
+ +z , + +z ,

+ +z z ,

- d d .

1+ + d d .

u u u v v v

u v u v u v

S
D

S x y
D

S x x u v y y u v z z u v u v D
E x y G x y
F x x y y

A EG F u v

A z z x y

= = = ∈

= =
=

⇒ =

=

∫∫

∫∫

设曲面

特别

曲面的面积：



§§§§1  1  1  1  第一型曲面积分

1 2

1 2

=1

: , , , ;
, , , ;

( , ,z ) , ( , ,z )

( , ,z)d .

n

n
n

i i i i i i i i
i

S

T S S S
S S S

x y S m x y S

x y S

ρ

ρ

∆ ∆ ∆

∀ ∈ ≈ ∆

→

∑

∫∫

⋯
⋯

光滑曲面块的质量：



§§§§1  1  1  1  第一型曲面积分

2

2 2

: ( , ), ( , ), z ( , ), ( , ) ,
( , , ) ,

( , , )d ( ( , ), ( , ), ( , )) - d d .

, :z ( ) ,

( , , )d ( , , ( , )) 1+ + d d .

S D

x y
S D

S x x u v y y u v z u v u v D
f x y z S

f x y z S f x u v y u v z u v EG F u v

S f x, y

f x y z S f x y f x y f f x y

= = = ∈

=

=

=

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

于 连续

设光滑曲面

曲

则

别 时面特 当

定理：



§§§§1  1  1  1  第一型曲面积分

2 2

. ( + + )d ,

+ =5 + = .
S

x y z S

S y z x y

∫∫1 计算

其中 为平面 被 25所截的部分

例：



§§§§1  1  1  1  第一型曲面积分

2 2. d , = + (0 z 1).
S

xyz S S z x y ≤ ≤∫∫2 计算 其中 为抛物面

例：

xxxx
yyyy

zzzz



§§§§1  1  1  1  第一型曲面积分

2 2. d , + =1, = +2, =0 .x S x y z x z
Σ

Σ∫∫�3 计算 其中 为 所围空间立体的表面

例：



§§§§2222        第二型曲面积分

流量

AAAA

vvvv�

n�
θθθθ

AAAA

nvA
vA
��
�

⋅=

=Φ θcos
流量

xxxx

yyyy

zzzz

oooo

ΣΣΣΣ



§§§§2222        第二型曲面积分

1 2 1 2

=1

=1

( ) ( ( ), ( ), ( ))

.
: , , , ; , , , ;

( )

( ( ), ( ), ( )) ( cos ,cos ,cos )

[ ( ) + ( ) + ( )

x y z

n n k k
n

k k k
k
n

x k y k z k k k k k
k

x k k k y k k k x k k

A P A P A P A P

S
T S S S S S S P S

Q A P n S

A P A P A P S

A P y z A P x z A P x y

α β γ

=

∆ ∆ ∆ ∈

= ⋅ ⋅∆

= ⋅ ⋅∆

≈ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆

∑

∑

��

⋯ ⋯
�� ����

空间流速场 在单位时间内流过曲面

的流体的体积

流量：

=1
]

( )d d + ( )d d + ( )d d

n

k
k

x y z
S

A P y z A P x z A P x y→

∑

∫∫



§§§§2222        第二型曲面积分

1 2 3

( , , )d d , ( , , )d d , ( , , )d d .
S S S

f x y z x y g x y z y z h x y z x z∫∫ ∫∫ ∫∫
第二型曲面积分：

1 1

2 2

3 3

( , , )d d ( , , ( ))d d ;

( , , )d d ( , ), , )d d ;

( , , )d d ( , ( ), )d d .

S D

S D

S D

f x y z x y f x y z x, y x y

g x y z y z g y z y z y z

h x y z x z h x y x,z z x z

= ±

= ±

= ±

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

计算：

" "± 号如何确定？



§§§§2222        第二型曲面积分

( , , )d d ( , , ( ))d d .
S D

f x y z x y f x y z x, y x y= ±∫∫ ∫∫

S

)))),,,,(((( yyyyxxxxffffzzzz ====

xyxyxyxyDDDD

xxxx

yyyy

zzzz

oooo
yx∆∆



§§§§2222        第二型曲面积分

曲面的侧



§§§§2222        第二型曲面积分

2 2 2

2 2 2
3

2 2 2

1. d d , : + + 1 ( 0, 0, z 0), .

2. d d , : + + 1 ( 0), .

3. ( +1)d d + dzd +d d , : , .

S

S

S

xyz x y S x y z x y

x y zx y z S x
a b c

x y z y x x y S

= ≥ ≥ ≥

= ≥

∫∫

∫∫

∫∫

球面外侧为正

外侧为正

四面体 外侧为正

例题：

xxxx
yyyy

zzzz



§3.13.13.13.1            高斯公式

, , , , , ,

d d + d d + d d ( + + )d d d

.

x y z

x y z
S V

P Q R P Q R V V S

P y z Q x z R x y P Q R x y z

S

=∫∫ ∫∫∫�

于有界闭体 上连续, 的边界为光滑闭曲面

则有

，

其中 的外侧为正侧

定理：：：：     

1. ( cos + cos + cos d d )d ( + + )d d d

1. d d + d d + d d .
3

x y z
S V

S

P Q R y z S P Q R x y z

V x y z y x z z x y

α β γ =

=

∫∫ ∫∫∫

∫∫

�

�

，

2

推论：：：：     



§3.23.23.23.2            斯托克斯公式

, ,
,

d + d + d ( - )d d +( - )d d +( - )d d

d d d d d d

.

y z z x x y
C S

S

P Q R S S
C

P x Q y R z R Q y z P R x z Q P x y

y z x z x y

x y z
P Q R

=

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂

∫ ∫∫

∫∫

�

及其偏导数于光滑曲面块 上连续, 的边界为光滑

闭曲线 则有

定理：：：：     

.曲面的正侧与曲面边界曲线的方向构成右手系

右手法则：：：：     



§§§§3.33.33.33.3        例题

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

1. ( cos + cos +z cos ) d , : + (0 z ).

2. ( - )d +( )d +( )d , + + 1

( >0 >0) , , .
33. [0, ] [0, ] [0, ] + + ,
2

( - )d +( )d +(

S

L

x y S S x y z h

x zy z x z - x y x - y z L x y a
a h

a ,h
aC a a a x y z

y z x z - x y x

α β γ = ≤ ≤

= =

× × =

∫∫

∫� 是柱面 和

的交线（椭圆）从轴正向看去 椭圆按逆时针方向

是立方体 的表面与平面 的交线

求

例题：

2 )d .
C

- y z∫�



本学期知识要点

二阶偏导数、切平面、法线

隐函数求导

参变量积分求导

条件极值

第二型曲线积分、曲面积分（三大公式）

二、三重积分（极、柱面、球面）

原函数



结束了........................
轻轻地
结束了
正如
轻轻地开始
挥挥手
带走一点点
西学的微积分


